XIX районный фестиваль юных математиков
Старшая группа Финал 27 февраля 2023 года
1. Можно ли число 2023 представить в виде суммы нескольких последовательных натуральных чисел, кратных 7?  Например, 126=21+28+35+42 можно представить в виде четырех последовательных натуральных чисел, кратных 7.
Решение. Пусть в сумме k последовательных чисел. Если k нечётно, то сумма всех чисел равна среднему числу, умноженному на k. Но так можно выразить лишь нечётное составное число. Число 2023, как раз такое, 2023=17119, значит, число 2023 можно представить в виде  17 последовательных чисел, кратных 7, среднее из которых равно 119. Как найти все эти 17 чисел. Можно использовать свойства арифметической прогрессии, но проще так: 
1) из числа 119, поочередно восемь раз вычитаем число 7, получим первых восемь чисел, а именно: 63,70,77, …, 112, 119; 
2) к числу 119, поочередно восемь раз прибавим число 7, получим ешё восемь чисел, а именно: 126,133,140, …, 175.
Итак, 2023=63+70+77+…+119+…+161+168+175.
2. В прямоугольнике ABCD проведены отрезки AL (L - середина ВС), DK (K - середина AL), CN (N - середина DK), LM (M - середина СN). Найти площадь четырехугольника KLMN.
[bookmark: _GoBack]Решение. Разделим стороны прямоугольника на 16 равных частей и построим сетку. Площадь одной ячейки примем за единицу, т.е. =1. Пусть AB==16, BC==16, тогда площадь прямоугольника S = ab = 1616 = 256. Найдем площади четырех треугольников:
S1 = 1682 = 64, S2 = 1682 = 64, S3 = 1662 = 48, S4 = 862 = 24, 
поэтому S0 = SKLMN = S–(S1+S2+S3+S4) = 256–(64+64+48+24) = 56.
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3. С четырехзначным число производят следующую операцию вычитают из него сумму его цифр, а затем получившуюся разность делят на 3. Могло ли в результате такой операции получиться число 2023?
Решение. Четырехзначное число можно записать в виде 1000a+100b+10c+d. В результате проделанной с числом операции получится число (1000a+100b+10c+d –(a+b+c+d)):3 = 333a+33b+3c. Но такое число делится на 3, а число 2023 не делится на 3, поэтому число 2023 не может получится в результате такой операции.
Ответ. Нет.
4. Дана таблица размером 100х100 клеток. Петя выбирает строку и в каждую из ее клеток ставит число 1. Затем Вася выбирает столбец и в каждую его свободную клетку ставит число –1. Затем Петя выбирает другую строку и в каждую ее свободную клетку ставит 1. И так далее, пока в таблице есть свободные клетки. Чему равна сумма чисел в таблице, заполненной таким образом?
Решение. Заметим, что после хода Пети в каждом столбце добавляется одна занятая клетка, а после хода Васи в каждой строке добавляется одна занятая клетка. Поэтому Петя сумеет сделать 100 ходов, а Вася – 99. Первым ходом будет записано 100 единиц, вторым и третьим ходами – по 99 противоположных чисел, четвертым и пятым – по 98 противоположных чисел и так далее. Таким образом, сумма чисел в таблице равна сумме чисел, записанных Петей первым ходом, т.е. равна 100.
Ответ. 100.
5. Дана трапеция BCDE с основаниями BE и CD. Диагональ CE делит её на два равнобедренных треугольника с основаниями BE и DE. Найдите сторону DE трапеции, если известны её диагонали: BD = 18, CE = 9,5. 
Решение. Из того, что треугольники BCE и CDE – равнобедренные, следует, что BC=CD, значит, ∠1=∠2. Но ∠2=∠3, как накрест лежащие при параллельных прямых, поэтому ∠1=∠3, то есть BD является биссектрисой угла CBE. Пусть ∠1=∠2=∠3=, тогда ∠DCE=2. Проведем высоту CH равнобедренного треугольника BCD, тогда BH=9. В прямоугольном треугольнике BCH найдем .  Зная  по известной формуле найдем . В треугольнике CDE по теореме косинусов найдем . Подставим найденные значения, получим, что , значит, 
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Ответ. .
6. Ученик записал на доске шесть различных натуральных чисел, обладающих следующим свойством: сумма любых двух из них больше любого из записанных чисел. Наименьшее из записанных чисел равно n, а наибольшее равно N. Может ли оказаться, что все записанные числа делятся нацело на 6 и 3n = 2N?
Решение. Может, например, 60, 66, 72, 78, 84 и 90, причем, 3  60 = 2  90.
7. Можно ли куб разрезать на 36 меньших кубов, необязательно равных?
Решение. Можно. Покажем, как это сделать. Очевидно, что куб легко разрезать на 8 равных кубиков. Если один из этих восьми кубиков вновь разрезать на 8 меньших кубиков, то общее число кубиков увеличится на 7, то есть получится разрезание исходного куба на 8+7=15 кубиков. Продолжая такой процесс поочередного деления кубиков на 8 меньших кубиков еще три раза, получим разрезание на 8+7+7+7+7=36 кубиков.
Ответ. Можно.
8. Есть три коробки: в первой коробке 97 камней, во второй – 104, а в третьей коробке камней нет. За один ход берут по одному камню из любых двух коробок и кладут в оставшуюся. Сделали некоторое количество таких ходов. В первой коробке оказался 1 камень. Какое наибольшее число камней могло оказаться в третьей коробке?
Решение. Пусть А это разница между количеством камней в первой и второй коробке. Следовательно, начальное значение А = 97–104 = –7. При перекладывании из первой и второй коробок в третью, A не меняется. При перекладывании из первой и третьей коробок во вторую А уменьшается на три, а при перекладывании из второй и третьей коробок в первую A увеличивается на 3. Следовательно, из начальной конфигурации мы можем добиться лучшего варианта, когда во второй коробке будет на 1 камень больше, а отсюда следует, что лучший вариант: 1 - 2 - 198, а варианты 1 - 0 - 200 и 1 - 1 - 199 невозможны, так как A будет равным 1 и 0 соответственно. 
Достигается следующим образом:
97-104-0;
96-103-2;
98-102-1;
100-101-0;
далее 99 перекладываний только в 3 кучу, получим 1-2-198.
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