XIX районный фестиваль юных математиков
Старшая группа 2 тур 15 февраля 2023 года
1. Уравнение   имеет 2 целых положительных корня. При каком наименьшем значении  такое происходит? 
Решение. При положительно дискриминанте согласно теореме Виета сумма корней равна . Произведение корней равно 2023, которое разлагается на два множителя тремя способами: 1·2023, 7·289, 17·119.
Наименьшая сумма множителей равна в последнем разложении, значит,  17+119=136
Ответ. 136.
2. За столом сидели четыре девочки, Анна, Белла, Света и Даша, каждая в сопровождении своего брата. Их братьев зовут, в некотором порядке, Андрей, Боря, Саша и Дима. Из коробки с 38 конфетами Анна взяла одну конфету, Белла – две, Света – три, Даша – четыре. Андрей взял столько же конфет, как и его сестра, Боря взял конфет в два раза больше, чем его сестра, Саша – втрое больше, чем его сестра, и Дима – вчетверо больше, чем его сестра. Коробка опустела. Определите имя брата каждой девочки.
Решение. Девочки взяли 1+2+3+4=10 конфет, тогда в коробке осталось 38–(1+2+3+4)=28 конфет, то есть мальчики взяли 28 конфет.
Если девочки взяли  конфет (где  – это числа 1, 2, 3 и 4 в некотором порядке), то Андрей взял  конфет, Боря –  конфет, Саша –  конфет, Дима –  конфет. Получим уравнение . Выделим в нем удвоенную сумму 
,
, 
.
Выразим , поэтому, учитывая, что все неизвестные – это целые числа от 1 до 4 можно утверждать, что   отрицательно и четно, то есть  и они одной четности. Возможны два варианта:
если , , то  – не подходят, так как  и  совпадают;
если , , то , тогда 
Это значит, что Андрей взял  конфеты и его сестра Белла, Боря взял  конфеты и его сестра Анна, Саша взял   конфет и его сестра Даша, Дима взял  конфет и его сестра Света.
Ответ. Анна–Боря, Белла–Андрей, Света– Дима, Даша–Саша.
3. Доход студента складывается из трёх источников: стипендия, временная подработка и помощь родителей. Если правительство удвоит стипендию, то его доход возрастёт на 5%. Если время подработки увеличить в два раза, то доход возрастёт на 15%. На сколько процентов возрастёт доход студента, если его папа с мамой будут присылать денег вдвое больше?
Решение. Пусть  – ежемесячный доход студента,  – величины стипендии, подработки и помощи родителей соответственно (выраженные, например, в рублях). Ясно, что . Тогда по условию  и . Из первого уравнения , из второго , тогда , , то есть, доход студента возрастёт на 80%. 
Ответ: на 80%.
4. Можно ли куб разрезать на 20 меньших кубов, необязательно равных?
Решение. Можно. Покажем, как это сделать. Очевидно, что куб 3х3х3 легко разрезать на 27 равных кубиков. Если в этом разрезании 8 кубиков объединить в один куб 2х2х2, то получится разрезание исходного куба на 27–8+1=20 кубиков.
5. Найдите сумму выделенных углов семиугольной звезды, если её каждая сторона пересекает две других ее стороны.
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Решение. Рассмотрим выпуклый семиугольник, в который вписана данная звезда. Сумма   всех углов выпуклого семиугольника равна . Поэтому сумма  углов звезды равна .
Ответ. .
6. Механические часы с двенадцатичасовым циферблатом в какой-то момент сломались и стрелки перестали идти. Найдите вероятность того, что минутная стрелка остановилась в промежутке между отметками 11 и 2.
Решение. Стрелка могла остановится на любом из 12 межчасовых промежутков, значит, n=12. Между отметками 11 и 2 имеется 3 межчасовых промежутка, значит, m=3, поэтому искомая вероятность равна 3:12 = 0,25.
Ответ. 0,25
7. В окружности с центром O построен квадрат KOFD так, что его вершина D лежит на окружности. Из точки B, диаметрально противоположной точке D, проведены две хорды AB и BC, проходящие через вершины K и F квадрата соответственно. Докажите, что .
Решение. Пусть сторона квадрата равна a. Продолжим стороны DK и DF квадрата до пересечения с окружностью в точках M и N соответственно, тогда отрезок MN – это диаметр окружности, и треугольник MDN – прямоугольный и равнобедренный, значит, MK=KD=а. Хорды AB и MD пересекаются в точке K, поэтому AK∙KB= MK∙KD= .
В треугольнике BOK по теореме косинусов . Учитывая, что сторона , радиус , угол , получим .
Так как доказано выше, что   и , тогда , поэтому .
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8. Выясните, при каких значениях   система уравнений имеет ровно одно решение?

Решение. В координатной плоскости построим прямую . График уравнения  задает в координатной плоскости множество квадратов с центром в точке (; 1) и полудиагональю равной 3. Множество центров (; 1) определяет прямую . Эта прямая с данной прямой  имеют общую точку (2; 1). Существуют всего два квадрата, один слева, второй справа от данной прямой, которые имеют только одну общую точку с прямой. Оба изображены в координатной плоскости. Центр первого квадрата находится в точке (–1; 1), центр второго квадрата – в точке (5; 1), поэтому при  и  система уравнений имеет ровно одно решение.
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