XVIII районный фестиваль юных математиков
Старшая группа 1 тур 12 марта 2020 года
1. Найдите в натуральном ряду пятое по счету число, сумма цифр которого равна 2020.
Решение. Понятно, что запись наименьшего подходящего числа начинается с какой-то цифры А за которой следует некоторое количество девяток. Разделив 2020 на 9 с остатком, получим что 2020 = 9·224+4, поэтому наименьшие число, удовлетворяющее условию задачи, 225-значное, его запись начинается с цифры 4 и далее 224 цифры 9. Следующее по величине число больше, значит оно начинается с цифры 5, но тогда одну из цифр 9 нужно уменьшить на 1, то есть взять цифру 8. Перемещая цифру 8 вправо будем получать следующие походящие числа, и так найдем пятое по счету число, сумма цифр которого равна 2020:
1-ое число 4999999…9;
2-ое число 5899999…9;
3-ье число 5989999…9;
4-ое число 5998999…9;
5-ое число 5999899…9 – это 225-значное число, в записи которого на пятом месте цифра 8. 
Ответ. 5999899…9.

2. Ребёнок имеет на руках пять кубиков с буквами: Б, И, К, К, У. Какова вероятность того, что ребёнок соберёт из кубиков слово «КУБИК».
Решение. Всего возможностей составить пятизначные «слова» : 5!=1∙2∙3∙4∙5=120. Так как буква К при этом повторяется дважды (взаимозаменяема), то вероятность того, что ребёнок соберёт слово «КУБИК» равна .
Ответ:.

3. Список заданий викторины состоял из 25 вопросов. За каждый правильный ответ ученик получал 7 очков, за неправильный ответ с него списывали 10 очков, а при отсутствии ответа давали 0 очков. Сколько верных ответов дал ученик, набравший 42 очка, если известно, что, по крайней мере, один раз он ошибся.
Решение. Пусть ученик верно ответил на  вопросов, следовательно, ему дали  баллов; неверно ответил на  вопросов, – с него списали  баллов. В результате, по условию задачи, . Заметим, что , по крайней мере,  больше 6. Далее, . Отметим, что 42 делится на 7, значит, и  должно делиться на 7.  Если , имеем , то есть . Если , то  , тогда   , что больше количества всех вопросов викторины.
Ответ:16.

4. Найдите значение выражения , если  и 16.
Решение. Заметим, что  , значит, , и , значит, . Значит, при таких  и  получим , , , поэтому раскрывая скобки модуля, получим .
Ответ. 3.

5. В параллелограмме ABCD биссектриса угла С пересекает сторону АD в точке М и прямую АВ в точке К. Найдите периметр параллелограмма, если АК = 12, СМ = 24, МК = 18.
Решение: 1) ∆ AMK и ∆ DMC подобны по двум углам: DMC= AMK, как вертикальные, CDM= KAM, как накрест лежащие при параллельных прямых AB и DC, и секущей AD.
2) Из подобия треугольников ∆ AMK и ∆ DMC: MK:MC = AK:DC ⇒ 18:24 = 12:CD, т. е. CD = (24 · 12):18 = (24 · 2) :3 = 16.
3) BCM = MCD (CM – биссектриса  BCD),  BKM = DCM как накрест лежащие при параллельных прямых BK и DC, и секущей KC. Следовательно, ∆ BKC – равнобедренный и ВС = ВК=16+12=28. Таким образом, PABCD = 2 ∙ (16 + 28) = 88.
[image: ]
Ответ: 88.

6. Сколько существует натуральных значений,  меньших 1000, для которых  выражение    является целым числом?
Решение. Если это выражение обозначить через n, то после возведения равенства в квадрат, получим линейное уравнение относительно х, которое всегда имеет единственный корень . Учитывая, что натуральный , значит,  . Это неравенство выполняется при натуральных n от 2 до 32 включительно, т.е. 31 число.
Ответ. 31.
7. Решите неравенство 
Решение. ОДЗ: . 
Приведем данное неравенство к виду, удобному к применению метода интервалов:
;
;
.
Применяя метод интервалов, получим с учетом ОДЗ:
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Ответ.  ,  .
8. При каких значениях k система уравнений имеет два решения?

Решение. Применим графический метод. Первое уравнение в координатной плоскости Oxy задает фиксированную окружность с центром (4;2)  радиуса . Второе уравнение задает при различных  разные прямые, но все они проходят через точку (0;2) Прямая   пересекает окружность в двух точках, если она лежит между касательными  и , значит, .
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Ответ. .
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